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QjLfl SE TROUVENT DANS LES ACTIONS 
UES FORCES, 

par M, EÜLER^ 
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Eft une vérité dont on ne petit plus douter , que 
toutes les aftions, qui font produites par les forces 
de la nature, renferment conftamment un maximum , 
ou un minimum. Oeft à dire , les forces étant données, l'effet 
qu’dles produifent, fera toujours tel, qu'une certaine quantité y de-* 
vient un maximjtw, ou un minimum, de forte que cette prérogative 
n'auroit plus lieu, fi l’eflfec avoir éré tout autre. Cette confidération 
nous conduit à reconnoître un principe général de la nature, fûr le- 
quel toutes fes ailions fe règlent i ik qui nous fait voir, que la nature 
fe propofe toujours un certain but, auquel elle tache de parvenir; en 
y employant tes moindres dépenfes. On fera tout à fait convaincu 
de la vérité de ce principe général, par les excellentes réfléxions, que 
Monfieur de Maupertuis , notre illuftre Pré fi dent, a publiées fur cc 
fujet, tant dans les Mémoires de PAeademtc Royale des Sciences de 
Paris, que dans nos Mémoires pour l’Année 1746, où il a démontré 
que dans le choc des Corps le mouvement le diftribuë de maniéré 
que 1a quantité d’acîion, que fuppofe un changement arrivé, elï In 
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phis petite qu'il foit posfible. De plus il a fait voir, que dans le re- 
pos les Corps, qui fe tiennent en équilibre, doivent être tellement 
fitués, que s’il leur arrivoit quelque petit mouvement, la quantité 
d’acUon feroit la moindre. 

II. C’êft donc ce principe de la moindre quantité d'-aflion , au- 
quel Mr, de Mnupertuis réduit tous les maxima , ou minima, que la 
Nature obferve dans toutes fes productions: & la quantité d’aétion 
pourra toujours être répréfentée par une certaine formule algébri- 
que, qui étant appliquée à l’effetproduit réellement par la Nature, ÿ 
obtient une valeur plus petite , qu’elle obtiendroit, s’il èto'it arrivé 
tout autre effet. Ce principe aura donc egalement lieu dans la Me* 
caniquc & dans la Statique, c. à d. dans le mouvement, ausfî bien que 
dans tous les états d’équilibre, où les corps fe peuvent trouver. Pour 
le mouvement, Mr.de Maupertuis vient de faire voir que ce princi- 
pe de la moindre nuantité d'aflion s’obferve à la rigueur dans le choc 
des corps, tant élaftiquesque non élaftiques; & moi, j'ai découvert 
une femblable loi dans le mouvement des corps, qui font attirés vers 
un, ou plufieurs centres de forces, par des forces quelconques ; ayant 
remarqué que le mouvement du corps, & la courbe qu’il décrit, ren- 
ferme toujours cette propriété, que nommant u fa vitefîê dans un 
endroit quelconque, .& âs l’elément de l'efpace, cette formule Judr 
fera toujours un minimum. Ce fera donc dans ce cas cette formule 
fudsy qui exprime ce que Mr. de Maupertuis nomme la quantité d’a- 
étion.. Ces deux cas du mouvement, dans lesquels nous voyons, que 
ce principe a lieu, font d’une fï grande etenduë, qu’on y peut pres- 
que réduire tous les mouvemens, qui arrivent au monde ; & partant 
on n’aura plus la moindre raifon de douter, que dans tous les uiouve- 
mens , par quelques forces qu’ils foient produits, il n’v ait toujours 
une certaine formule, dont la valeur foit la plus petite, ■& par laquelle 
fera reorefentée la quantité d’aétion, 

III. L’ulàge de ce principe eft -déjà depuis long tems reconnu 
danslaSwtique, ou Dynamique, où il s’agit de l’équilibre des corps fol- 
licités par des forces quelconques, •& c’eft par fon moyen, qu’on a 
donne des folutions de .plufieurs problèmes de cette nature. Il a été 
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aife de prévoir', qu’une chaine fufpenduë de tes deux bouts devoit 
prendre une telle figure, afin que fbn centre de gravité foit le plus 
bas*, ou que fa diftance de ce centre au centre de la terre, ou bien à 
un plan horizontal, foit m minimum. Si l’on nomme un élément 
quelconque de la chaîne zz d /, & fi diftance à un plan horizontal 
fixe pris à volonté “ x, ce fera la valeur de cette formule Jxdr* 
qui fera un minimum pour la courbe de la chaine: & partant ce fera 
la même formule fxdf, qui répréfente la quantité d’acîion , qui doit 
être la plus petite. De même un ligue rempli d’un fluide prendra la 
figure, dont la capacité eft Ja plus grande, afin que le fluide puifTé 
descendre le plus bas qu’il eft pos/ïble: &’M r. de Mdupertuis a fait 
voir l’ufage de ce grand principe en pluflcurs autres figures, 'que ces 
corps follicités par des forces quelconques font obliges de recevoir; 
où il a déterminé la formule, qui réprefente en chaque cs:s la quantité 
d’àftion , qui y doit être un minimum. Mr. Daniel flsrnouüi a ausfi 
remarque, que la courbe d’une lame elaftique renferme un tel mini • 
mum ,* car nommant un élément quelconque de cecce courbe zz ds t 
& Je rayon de fà développée dans cet endroit zz r, il a obfervé que 
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la valeur de cette formule f — devient un minimum dans la courbe 
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elaftique i & c’eft de ce principe que j’ai déterminé la nature de cette 
courbe, dans mon traité fur la inethode de Maximis üf Minimis, pour 
faire voir, que ce principe fournit Ja meme courbe, qu’on atrouvée 
parla méthode direéle, dont on fe fert ordinal îcinent. 


IV. Par là on voit qu’l! doit y avoir une double méthode de 
refoudre les problèmes de Mécanique; l’une eft la méthode direfte, 
qui eft fondée fur les ioix de l’équilibre, ou du mouvement; mais l’au* 
tie eft celle dent je viens de parler, oùfachantla formule, qui doit 
être un maximum, ou un minimum , la fblution fe fait par le moyen 
de la méthode de Ma&imts & min unis. La première fournit la folu- 
tion en déterminant l'effet par les catifes efficientes ; or l’autre a en 
vue les caufcs finales , & en déchut l’effet : l’une & l’autre doit con- 
duire à la même folution, & c’eft cette harmonie, qui nous convainc 
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de la vérité de ta folution, quoique chaque méthode doive être 
fondée fur des principes indubitables. Mais il eft fou vent tre's diffi- 
cile de découvrir la formule, qui doit être un maximum , ou minimum , 
& par laquelle la quantité d’ailion eft repréfentée, C’eft une recher- 
che qui n’appartient pas tant à la Mathématique, qu’à la Métaphyfique 
puisqu’il s’agit de connoitre le but, que la nature fe propofe dans les 
opérations : & ce feroic porter cette fcience à fon plus haut degré de 
perfection, ft l’on étoit en état d’asflgncr pour chaque effet que la 
nature produit, cette quantité d’aftion, qui y eft la plus petite, & 
qu’on pût la déduire des premiers principes de notre connoiflûnce. 
Mais je crois que nous femmes encore bien éloignés de ce degré de 
perfeélion, & qu’il fera, presque imporfible d’y arriver, à moins que 
nous ne découvrions pour un grand nombre de cas différons les for- 
mules, qui y deviennent, ou des maxima r oü minima. Or û chant les 
foiutions, que la méthode dircéle nous fournit, il ne fera pas diffi- 
cile de deviner des formules, qui ètanr fuppofées des maxima, ou mi- 
nim/if conduifent aux mêmes foiutions. Par ce moyen ‘nous connot- 
ions a pofttriori ces formules qui expriment la quantité d’acüon , & 
alors il ne fera plus H difficile d’en démontrer la vérité par les princi- 
pes connus de la Métaphyfique. 

V. C’eft dans cette vue, que jeme propofe de dêvelopperquel- 
ques problèmes de Statique, qui roulent fur la courbe, qu’un fii par- 
faitement flexible doit former, étant feüicité par des forces quelcon- 
ques. Je chercherai premièrement la folution de ccs problèmes 
par la méthode directe, c. à.d. parles loix connues de l’équilibre ; en- 
fuite je tacherai de découvrir Jes formules, qui dans ces courbes trou- 
vées obtiennent, ou la plus grande, ou la plus petite valeur, & les- 
quelles par confcquent pourront être regardées comme les expres- 
fions’de la quantité d’aélion, dont fe valeur fera plus petite pour J 
courbe, qu’on aura trouvée par l’aurre méthode, qu’elle feroit, fl le 
al avoir pris tout autre courbure. J’ai choifl cette clpece de problè- 
mes, puisqu’on fait déjà, que dans Je cas où le fil n’eft fellicite que 
par fe gravite, c’eft la diftance du centre de gravité du fil nu centre 
delà terre, qui. eft un minimum. Or je rendrai ce problème plus 

general. 


?$§ 153 £0 

général, en fuppofanc que toutes les particules du fil foient follicrtées 
par des forces quelconques , qui foient dirigées, ou vers un point 
fixe, ou vers plu fi cars , étant proportionelles à des fondions quel- 
conques de cês diiiances : de plus on pourra fuppofer que, tant la di- 
rection que U quantité de ces forces, dépende de la courbure même, 
comme cela arrive dans la courbe des voila , 8 c d’autres (emblables, 
où la direction des forces eft toujours perpendiculaires la courbe mê- 
me: & dans ces cas j’ai remarqué qu’il eft beaucoup plus difficile de 
deviner la formule qui y eft un maximum, ou minimum ; & partant 
cetre eonfidèration contribuera d’autant plus à la connoifEtnce des 
chofes , que la nature dans fes opérations tache de ménager le plus 
qu’il eft poslible. 

PROBLEME G e' N e' R A L. 

VT. Le fil per f alternent flexible A Y M étant Jallicité dont cbaeun j-, 
de Jet élément par des forces quelconques } trouver la courbe A Y.M , à 
laquelle ce fil fera réduit. 

S OLTJTION. 

Rapportons la courbe A YM, qu’il fi ut chercher à l’axe CP, tk 
nommons une abfciflè quelconque CP “ x, l’appliquée PM rr y, 

& la longitude du fi! , qui y répond A YM ~ / , de forte que d t 
“ V {dx % + dy*), puisque l’appliquée PM eft fuppofee perpendi- 
culaire à J’abfcifle CP. Maintenant de quelque force que l’élément Mm 
~ds foie follicité, elle pourra être réduite à deux forces, dont l’une 
tirera félon la direction MQ^ parallèle à l’abfciflé CP, l'autre félon la 
direction de l’appliquée M P. Soit donc la force MQ_“ Q ds, & li 
forceMP^: Vds, puisque chacune n’agifiant, que for l’élément du 
fil M m ZZ ds fêta infiniment petite. Afin que le fil demeure en 
équilibre, puisqu’il eft parfaitement fléxible, il faut que les momeni 
de toutes les forces, dont la partie anterieure du fil A YM eft folli- 
citèe, par rapport au point M, fe détruifent mutuellement. Çour cet 
effet confierons une portion quelconque du fil AY, que nous re- 
garderons comme variable, peudant.que le point M demeure fixe, & 
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partant les quantités x & y confiantes ; fuppofrtiort qui ne durer?, 
■que jusqu’à ce qu* nous aurons trouvé la fomme de tous les momens 
des forces par rapport au point M. Soit donc notre nouvelle abfciiîè 
variable CX ZZ <p, l’appliquée XY zz 4^, &Ia courbeÀ Y zzo>, de- 
forte que do» — v (d(p~ ij- dÿ 1 )-, & foit des forces, dont l’élément 
Y y zz do» eil fol licite, celle qui agit félon Y Z parallèle iCXH 
fda>j ik l’autre qui agit félon YX ZZ pdt». Or le moment de celle- 
là YZ par rapport au point M fera “y do» (PM — YX) ~(y — 40 
f du, qui tendra à tourner le fil autour du point M, en forte que l’an- 
gle A M Q^foit diminué; & le moment de l’autre force Y X 
ZZLfidu ferazz/>*/« (CP — CX) zz (x — <p) pdu, dont l’effet 
fera contraire au precedent, & tendra à augmenter l’angle AMQ. 
Par confisquent le moment de ces deux forces prifes enfemble fera ZZ 
(y — 40 — (* — <P) pdu, qui fera employé à tourner le fil 

autour de M dans le fens AQ^ Donc le moment de toutes les forces 
quiagtfïéntfurla portion du fil A Y, fera l’integrale de cette expres- 
jjon , ik puisque xiky font confiderés comme confiantes, ce mo- 
ment qui refaite de la portion A Y" fera — y f $ d o» — f ^ y du — 
x/pdio -f f<ppda>. Approchons maintenant le point Y jusqu’au 
point M pour avôir le moment, qui refaite de toutes les forces dont 
Je fil A YM efl fol licite, ik alors les quantités <p, 4o y, P & du de- 
viendront égales àx, y, Q, P & ds de forte que la fomme de tous les 
momens des forces qui'agiflent fur le fil A YM, pour le tourner au- 
tour de Mdans le feus AQjfera zz y f Qjis — fy Q jls, — x /P ds 
-f fxŸds, Or afin que le fil étant parfaitement flexible, ne fort pas 
remué, il faut que la fomme de ces momens évanouïfïe, d’où nous 
obtiendrons cette équation, qui exprimera la nature de la courbe 
cherchée A Y M 

yjQ_ds —■ fyQds — x/Vds — J— fxVds zz o. 

Cette équation deviendra plus fnnple , en prenant fa différentielle 
qui fera : 

dyf Q dr dx/Ÿ df ZZ o. 

où/Q^/r exprime la fomme de toutes les forces, dont le fil AM efl 
lollicité fanant la diredion deJ’abfciflc PC, & [Pds la fomme de 
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toutes les forces, dant te fil AM eft follidté fuivunt la dîre&îon des 
appliquées PM. C. QJ?. T, .-#* - 

VII. Si le fil efi arreté au point A, ou tenu fixe par une force 
quelconque, on réfoudra âusfi celle -r.y fuivant les direêlions A B & 
AC. Soit la force AB “ B, & ta force AC ~ C -, & celle - là 
doit être comprife dans J C^d/, & celle - cy dans fPds. Donc, fi ces 
expreffions /Qd/ & F^ds, ne comprennent que les forces^, qui agis- 
fent fur les élémens du fil, on y doit ajouter ces forces finies B & C, 
& au Ueu âzfQds nous aurons B ,-f /Qdr, & C -f fPds au lieu de 
JVds; ce qui donnera pour la courbe cette équation différentielle: 

dy ( B -f-/Q d s) — dx [C /P d /J Z!Z o, 

dont l’integrale fera exprimée par : 

fdy (P — \—fQds ) —fdx (C— zz Conffc. 

Or puisque [d y (B + fQjfs) exprime la fomme des momens, 
qui reluirent des forces félon la direction des abfciflès, & fdx (C + 
fVds) la fomme des naomens, qui réfultenc des forces félon la dire- 
ction des appliquées, comme ces momens fe doivent détruire mutu- 
ellement, il cft évident que 1s confiante doit être = o t pourvu- 
que les intégrales s’étendent par tout Je fil. 

VIII. Cependant, puisque Jes intégrales ftQJs&fPds peu vent 
déjà renfermer les confiâmes B & C , on les pourra omettre lins fau- 
te, deforte que la nature de la courbe du fil fera exprimée, oupar cet- 
te' équation intégrale fdyfQds — fdx/Vds zz Confl. ou par cette 
équation différentielle dyfQds — dxf?ds “ o. Laquelle nous 
fournit cette analogie: 

dy : dx zz fPds : fQjs. 

D’où nous tirons cette régie générale pour trouver la courbure d’un 
fil parfaitement flexible, étant follicitc par des foices quelconques. 
C’eft qu’ayant rire l’appliquée' infini me ne proche parallèle 

àrabfciffe, il y aura toujours : le différentiel de /’ appliquée ma au diffe-. 
r en fiel de l'abfcijje M n =Z Vp , comme la fomme de toutes les for - 
ces f qui agffent dans la dire Si ion des appliquées , eft À la femme de 
toutes les forces , qui agi ffem dans la direSlhn des abfajjes, 
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IX. Si ie fil A YMn’cft pas parfaitement flexible, mais qu'il foit 
elaflique, ou qu'il ait quelque raideur qui réfifle à l’inflexion , il ne 
fera pas difficile ausfi dans ce cas de déterminer la courbe , que ce fil 
prendra, quoiqu'il foit outre cela follicité par des forces quelconques, 
comme je viens de fuppofer. Car la. force, ou plutôt ie momenr, qui 
efl requis pour courber le fil au pointM, fera proportionnel à la cour- 
bure dans ce point , ou réciproquement comme le rayon de la dé- 
veloppée au point M, Suppofant donc ce rayon zr r 7 de forte que r 


d 

d x ddy* 


en fuppofant dx confiant, ou r 


_ dsdx 

” TdJ 


en 


fuppo* 


fant dt confiant, la force de roideur fera comme 



fi la roideur 


cfl partout égale. Or fi l’épaifleur du fil efl fuppofee variable, la for- 

S 

ce de roideur pourra être exprimée par — , ou S efl une fonélion 

proportionnelle à l’épaifleur du fil au point M. Cette force de roi- 
deur tendant à remettre le fil dans fa fîtuation droite, que jefuppofe 
lui être naturelle, elle doit être contrebalancée par la fournie des mo- 
mens de toutes les forces dont le fil efl follicité. Or la fomme de 
ces momens a été trouvée ” yfQj[s — fyQd.J — xJVds -j- fxVdf 
ou.bien “ fdy fQds — fdx [Vds^ dont la direélion étant con- 

S 

traire à la force de roideur —p , il faut qHe ces deux expresfions 

foyent égales entr'elles. De là nous obtiendrons pour lacourbe de 
ce fil roide , ou élaflîque, cette équation : 

ZZfdyfQJj —fJxfVd, 

qui fe réduit à celle , que nous avons trouvée dans la folution du 
problème, fi la roideur S évanouit. 

. X. En voicy donc Ja folution du problème le plus général, 
par laquelle on efl en état de déterminer la courbe, que forme un fil, 
ou parfaitement fléxible, ou élaflîque, dont tous les points font folli- 
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titrés pür des forces quelconques. Mais je remarque d’abord, que* 
cette folution générale ne fe peut déduire par la méthode de maximu 
Ef* minimis: car quoique cette méthode foie propre à fournir des 
folutions générales, il faut pourtant qu’on fâche, desquelles des varia- 
bles foyent compofees : les fonélions, qui entrent dans la formule qui 
doit être, ou un maximum , ou unnwiimunt, Donc, à moi ns qu’on ne 
détermine la nature des fonélions P & Q, qui expriment les forcée, 
dont chaque élément Mm du fil eft. follicité, il eft imposûble dedé- 
courrir une formule, qui étant fuppolèe un maximum^ ou un minimuni, 
produife la même codVbe. Je m’en vais donc appliquer cette folu- 
tion générale à des cas particuliers, en déterminant les fonélions P & 
Q^ou par les abfcifles x f ou par lesappliquées^, ou par une expres- 
lîon, qui contienne toutes les deux d’une maniéré, dont la compo- 
fîtion foit connue. Pour cet effet je ferai l’application de la folution 
générale trouvée aux problèmes fuivams : &je tacherai de joindre à la 
folution de chacun la formule, qui étant luppofee un maximum t ou 
un minimum ) conduife à la même courbe: afin qu’on en puilfe- 
connoitre pour chaque cas l’expreslîon , qui repréfente la quantité 
d’aclion. 


Problème/. 

XI. Le -fi parfaitement flexible A YM étant Sans chaque point 
M foliicîté félon la direüion des appliquées M P par des f orces, qui ’f aient 
exprimées par une fon&ion quelconque de ces appliquées-, trouver la 
courbe A Y M que ce fil formera, 

SOLUTION. 

Ayant nomme comme auparavant l’abfcifie CP“*, l’appliquée 
P M — y j & Parc A YM foit Y la fonction de l’appliquée y, à 
laquelle la force dont le fil au point M eft tiré fuivant la direction 
MP, eft fuppotéc proportionnelle, de forte que la force qui agit fur 
l’élément M w zzds foit “Y às, laquelle ayant été fuppofee dans 
la folution générale ~ P ds, nous aurons P ~ Y & Qj= o. Ft par- 
tant puisque le fil eft fuppofe parfaitement flexible, h nature de là 
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courbe fera exprimée par cette équation, B dy — d x f Y drno’. 
Car quoique ôpr tf, l’intégral fQ^ds n’cvanouïra pas, mais il fera 
égalé a une confiante B, qui exprime la force A B appliquée au bout 
du fil A; or l’autre force ACrC fera renfermée dans Pexprcfïïon 
inccgrale/Y <//. Pour réduire cette équation, & pour la ramener à 
la forme, qui fe trouve dans la méthode de maximis 6c mitiimis , je 
fuppofe dy — pdx, pour avoir d s — dx v'fi -f. p p) t 6c i’equaiion 
trouvée fe changera en cette forme Bp— jYdxV(i + pp), dont 
le différentiel çft B dp— Y d x V (^x \ p p)^ ou B p dp — Y- dyv 

(i -f pp) à caufe de dx — d’où nouscirons y ^ Y dy, 

& prenant les intégrales/ Y dy — B ✓ (i -f pp), la confiante qu’on 
pourroit ajouter, étant comprife dans l’integrale/Y^y. & cette é- 
quation /Y dy — B v'/i -f pp) ayant fes deux variables p 6c y feparées, 
peutfulTirc pour laïonflrudion de la courbe, que nous cherchons. 

XII. Pour trouver cette même courbe par la méthode de Ma - 
ximis6c Mini mis , il faut fe rappeller cette folution générale, que 
j’ai donnée dans mon traité fur cette matière. Ayant pofé l’&bfciile 
— x r l’appliquée^ y, .& pour les diiferentie]s</y =:/></.»*; dp — qd. r; 
dÿ~rdx6cc t SokfZd xh formule, dont la valeur doit être un maxi- 
mum, oumininium, oùZmarqueune fondion quelconque des quantités 
Xj y, p, ÿ, r j &c. de forte que fon différentiel ait une telle forme: 

d Z ” — f— N dy -j- P dp — |— Q à q -f- R dr &c. 

alors j’ai démontré, que la courbe, où/Zdx cCï un maximum, ou 
minimum , fera exprimée par ceue équation, fuppofant PelciiKnc d x 
confiant, 

0 = N_ 77 + ~ + 

XIÏL Comme cette équation efl encore rropgenerale pour no- 
tre cas , loit Z feulement une fondion de y Sep, de force que d 7. — 
N/y -f V dp, 6c h formule JZdx fera utimaximum, ou minimum, dans 

, , . , d P 

la courbe exprimée par cette équation : o — N ou N d x — 

dP, 



qui etaftt multipliée par p, à caufe d epdx~ dy, donne N dy~ 
pd P. Ornous avons àZ — N dy 4. Vdp , &. partant il y aura 
d Z Zip à P + P dp, dont Pmtegrale eft : Z ~ Pp -f Confr. Nous 
voilà donc réduits à trouver une telle fonction Z de y & de p, que 
fuppofant ^Z“N d y -}- P ^ p, l'équation Z “ P p + Conft. 
devienne la même, que nous avons trouvée, favoir JY d y 
(1 -}-pp), ou comme B fera égales la confiante de la première équa- 

JY dy 

lion, que Z — P p derienne = ou /Y <t y 


(Z-P^^i +ff.) .. , , 

XIV. Pour refoudre cette équation, ou pour an tjrer la valeur 

Z 7*Y à y 

de Z, puisque P — j I e « mets « tte valeur 

dans l’equation dZ ~Ndy-\-'Pdp, Si j’aurai d Z “ N à y -f 
Z dp dp/Ydy pdZ Z dp N dy 

p py o-hpp) pp p 

d p f Y d y , . 

■ — — —,-p — ; r , ou le premier membre étant intégrable , ayant 

ppvo-t-pp) r 

pour intégrale — ; JI faut que le fécond membre foit aulïï intégrable. 

- dp/Ydy 

Or fon intégrale tirée de la pâme — zry-, ; ^ en fuppofant 

ppY{i~\-pp) 

f Y d y 

y confiant cft Zz # y (1 4 p p) 4 fiméhyée partant nous 

Z f Y dy 

aurons -r — — ~ — L ^C 1 ? PP) i funét. y • ou Z /Y d y. 


y ( 1 -f pp) -f p funéhjy. Par confequent la courbe du fil fe trouvera, 
fi l’on cherche parmi toutes les courbe celle, dans laquelle f Z d x 
c. à. d fdx ^ (1 -j- pp). [Y\dy \ f pd x. funcft.j, fera un maximum , 
ou un minimum ; & l’cxpréiîîon , qui reprélente la quantité d’aflion 
fera Jd s JY d y \Jdy fitnéhy. Ou puisque/ à y funéhjyeftunefun- 

clion 


êlion de y , qui demeure la même pour toutes les courbes, qui pafleot 
parles mêmes points A&M, la courbure du .fil AYM aura cette 
propriété, que parmi toutes les courbes qui pafTent par les points A 
StM, il y aura cetteexpresfion/rfj/Yity un minimum: d’où je tire 
le Tlieoremefuivanc. 


Theoreme L 

XV. Le fil A YM, comme nous avons fuppofé dans le problème 
precedent , étant dans chaque point M foflicitd félon la direS ion des ap- 
pliquées MP par des forces , qui font exprimées par une fondion quel- 
conque Y des appliquées PM “y, prendra une telle figure A Y M, que 
parmi toutes les autres .courbes posfihles 1 il y aura cette expresfionfdsf 
Y dy un minimum . 

On trouvera donc cette courbe, H on cherche parmi toutes les 
courbes, qui font comprifes entre les mêmes termes, celle où la valeur 
de cette eïpresfion fds fY dy devient un minimum. Il n’efl pas né- 
cefïaire, comme la nature de la queflion femble de demander, que 
cette propriété ne regarde que les courbes de la même longueur; 
car il revient au même , fôît qu’on fuppofe la formule fds fY et y par- 
mi toutes les courbes posfibles, ou feulement parmi les ifope ri métrés : 
Car pour cc dernier cas, on devroit, comme j’ai démontre dans mon 
traité fur cette matière, rendre cette formule fdsfYdy -f ce fds un 
minimum. Or cette confiante ot pouvant être coinprife dans l'inté- 
gral f Y dy , on pourra négliger ce terme »fds , & alors il ne refie à 
rendreun minimum , quela formule trouvée JdsfY dy. 

PROBLEME II 

XVÎ. Le fil.pnrfaitement flexible A YM étant foBicité dans cha- 
que point M juivant les direSHons MP, M Q ^par des forces , dont celle- 
là . qui agit félon MP, fait exprimée par .une fonShon de P appliquée 
MP — y, & celle -ry, qui agit félon M Q^par umfouBion de l'abfajfe 
PP — 'v trouver la figure au fil A Y M. 


S OLU- 
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Solution. 

Retenant toujours les mêmes dénominations CP**', PM “y, 
l’arc AYM — f, foie Y la fonéliondey, qui exprime la force, qui agit 
félon M P, & X la forvfiion de x, qui .exprime la force MQ. Nous 
n’avons donc que mettre dans la folution générale , que X & Y au 
lieu de Q & P, pont avoir l’equation fuivame, qui exprimera la 
nature de la courbe cherchée AYM 

dy (B-h/X^r) - dx (C-+-/Y d,) — fl 
ou, puisque les confiantes B & C peuvent être comprifes danslesfor- 
mules intégrales, Jnous aurons: 

dyfXdrzzdx/'Yd s. 

Suppofons d y ~ p d x, pour avoir d t zz d x V 4 -p p ), & 
l’équation trouvée fera pfX dx V ( i -4-pp) Zi J Y d x V(i4 -pp) 
qui étant dHFetentîée donne 

dp/X d x "(/ ( I — Y“pp) — dx V £i — — Y dx~V{\-\-pfy 
Soit de plus d p “ q d x t Sc apres avoir différencié cette équation : 

fXJxV 


qous obtiendrons mettant partout q dx au lieu de dp 


Y pdx 

“ V( i-hpp) 


qui (ê réduit à 
Y dq 


dYVÇi-hpp’) Y dgV (i— 1 — pp) 

yr j , Yppdf , pJX Xpdq _ Y pdx dY _ 

2 * -hpp q q q l ~^pp q q f 

Multiplions cette équation par i-^pp pour avoir 

& pour en trouver l’integrale, s’il y en a, je fuppofe ; 

C Y -p X) (i -hpp) 

~ - - ~ — Z ce qui étant differentié dorme 

C£lz^ ^)QH- /Zj_^Y-pX) (i-HïpH- ipdx(Y~pX)-Xdx(\-\-pp) zidZ 

Mcrrtviret t A ctdcwnt T*rx* IP* X aVâQt 
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ayant mis partout dp zz q d x, Retranchons de cette équation la 
precedente, & il nous reliera : 

d Z zz. Y p à x — 2 X pp à x -4” X à x ( I — f— p p ) — f— X p p à x 
ou bien dZ — Y pdx + Xdx. Or puisque dyzzp à x, nous au* 
rons dZ “ X d x 4* Y dy , laquelle expreiîton, parceque X eft fon- 
ction de x & Y fonction de y, fera intégrable & donnera 
Z =/X dx -h/Y-Jy 
de forte que notre équation intégrale cherchée fera 

(Y-p^V±fp) _ / . x d x y j y 

ou à caufe de q — t” 8c d y ~ p d x : 

dp Y d x — X d_y 

1 "H ?~? m fXdx -±-f Y dy 

ÏI ne paroit pas que cette équation fe puifle encore , intégrer ; suffi 
n’eftee-pas mon defiein deconftruire ces courbes, ou d’en rechercher 
ta nature : mon but n’etant ici, que de trouver les formules, qui 
étant fuppofées devenir un maximum, ou un minimum, fourniiîént les 
mêmes courbes que nous trouvons par les principes de médian! que. 

XVII. Soie _/ Zd x cette formule , qui étant ftippefee un ma- 
ximum, ou minimum, produite la courbe, que nous venons de trou- 
ver, ou l’équation : 

dp Y d x — X d y 

I pp /X,/.r -t- / Y d y 
& foit dZ~lAdx\ N t/y -f P ^ voiant, que Z doit être une 
fonélion des quantités x,y, &. p. Et alors la courbe cherchée fera e:c- 

d P 

primée par cette équation e ~ N — -j - -, ou 0 ~ N d x — d P, 

„ „ dp Y d x X dy 

équati®n qui doit ctre la meme, que {ZlTjTp ~~ fXdx ~T7y 

Ici je remarque, que dan s Tan aly fe il nous ma n que encore une méthode, 
par laquelle on puîné découvrir la formule [Zdx, fichant l’cquaiion, 
à laquelle elle doit conduire : mais après quelques eflâis on trouve- 
ra» 


« ,• que l’on n’a qu’à mettre Z — (fXdx -t*'/Y v*' C J .+ PP'}* 

Car alors on aura M n: X v ( i -f* p p ) i N ZZ Y ÿ (|i \PPb 

& p = -y^i^ t ) Y dy) > d ’ 011 '’ on tlre 
. p _ j p(/xj.r-h f yjj ) yipjx-hrpjy 
~ {i-t-pf) V{i-\-pp) y(i-+-/r) 

& partant l’équation N d x ~d P donnera 

y*v C .+,,_ r^.Tyô^)^ 

qui étant multipliée par ^(i -f />/>) produira 


P/O 


/v* -+- r, r e* - x,* - r P iy = l£LÆis±.lZM 


Or puisque pdx~ dy } il lera Y ppdx — pdyzzo\ & par confé.. 
quènt on aura : 

Fdx-Xdy — 

qui efl la meme 
du fil APM, 

THEOREME IL 

XVIIL Le fil A Fh\ étant foüicite , comme on a juppofé Sam U pro- 
blème U. dans chaque point M par deux forces , Cime félon la dire Star des 
abfciffci M fat égale à une fort El ion X de P objet (Je CP ” x ; 6?* 

loutre jeton la dheBion des appliquées MP, qui foitégale a' unefonEîioH 
y de P appliquée P M ~ y ; alors ce fil prendra une telle figure A /"Mj 
dans laquelle cette exprêffion fds (f X dx -f f/"*dy ) fin minimum. 

Le Tlieoreme precedent nous a déjà fait voir, que fi le fi) n’eroit 
follïcité que par les forces alors cette formule f d x fy dy feroit 
un minimum'. & par la même rai fon, fi le fil croit fol I ici té par les 
feules forces X, alors cette formule f d s fX d x deviendroit un mi- 
nimum, A 1 prêtent nous voyons, que fi cas deux differentes forces 
aciffcnt cnfemble, alors suffi la fomme de ces deux formules fds(JX 
dx -f- f /' <ty) y deviendra un minimum, ce qui fera à prêtent d’autant 
plus aife de démontrer a priori. Nous avons fuppolè les forces Xik 

X 2 y con- 


dp{fXdx~\~f ydy) dp F d x X dy 

i -fi~ PP ï -H'P”/X dx -q-frdy 

équation, que nous avons trouvée pour lacourbufe 
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Z' contraires aux accroifleinens des coordonnées* &y; cardés que le 
■point M obéirait à ces forces, tant l’abfciflè x que l’appliquée y en 
deviendrait plus petite. D’où il eft clair, que fi ces forces avoient 
des dire étions oppo fées, alors la formule — fds (JXdx-\- fP à y) 
deviendrait un minimum, & partant ceiie-cy \ [d * (/Xdx -f dy) 
un maximum: ce qui fert à faire voir l’étroite liaîfon entre les maxi- 
ma & minima , de forte qu’on n’a qu’à changer le figne, pour changer 
le minimum dans un maximum , & réciproquement. 


PROBLEME III. 

XIX. Si Pepaijfeuv du fit A f'Mn'efl pas la même partout , mais 
qiïelle varie Jeton une loi quelconque , Et' que ce fl Joit Jodicité en 
chaque point M fuivant la âirePUon M (Xj >ar une Jorce exprimée par 
une fôntîion quelconque de PabJciJJe CP trouver la fgure que 
ce fl prendra. 


Solution, 


Soit X la fonction, à laquelle la force, qui cire l’élemenc M m 
foîvant M Q* eft proportionelle ; & cette force X doit ctre regardée 
comme uneiorce accélératrice, qui étant multipliée par la mafïê del’é- 
Jémcnt M», donnera ia véritable force motrice. Or le fil étant fup- 
pofe d’une épaifîèur inégale, lamaflc de l’élément Mw, n’e fera plus 
exprimée par ds, ni par conféquent la force par X d s. Soit donc 
JS dsh mafledu fil entier A /'M dont lalongueur “ /, & la mafTc de 
l’élément Mm fera Sds, où S marque une fonction quelconque 
de s, d’où dépend l’epaiiTeur du fil. Donc la force qui tire cet élé- 
ment Mm, fuivant la direction des abfcifTês M Q^fera “ X S d s, qui 
étant mife pour Qds donnera pour la figure du fil cette équation : 
C d x — dyfXSd s. 

Pofant dy— pdx&Lds— dx v (1 -f P p) cette équation 

Q 

fe changera en — “JXSdxy'^ -f pp) t & par la différentiation en 


C dp yoj C V ( i”i~ PP) t v c J 

^ 7 —r — v — X S d x t ou 1 “ / X S d x. 

ppV(\-*rPP) J , 

11 s’en faut encore beaucop, qu’on puHIè connoitre de cette équation 

la 
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ja courbe* que nous cherchons, mais cette équation fufficpour notre 
deflêinquieftde découvriruneformulc, qui étant fuppofce un mini- 
mum produire la meme équation — — ^ — — /X Sd x. 

XX. Ii paroit d’abord fort probable, que pour avoir cette for- 
mule, nous n’avons qu’à écrire S^/, au fieude^/, dans les formules, 
qui fatisfont aux queftions précédentes. Ainfi pour ce cas que nous 
venons de développer nous aurons cette formule y S d s fX dx, qui 
étant fuppofée un minimum, devrait produire l’equacion pour la cour- 
bure du fil. Cette formule comparée à la générale ~ /Zdx, à caufe 
de d s~d *V ( i-f. pp ) donnera Z rzS^(i -f pp),/X dx: qui étant 
une fonélion renfermant non feulement les x, y, avec leurs différen- 
tiels, mais auflî l’arc r, il faut emploïer pour ce cas la régie qui fuit. 

Si Z eji unefonftion non feulement des variables x, y, des quan* 

d y 

titts qui réfuitent de leurs différentiels , favoir p — —, r 5 

il 

d x 

de forte que 

dZ—LdU -d— M d x — f- N ây R dr &V. 

tf d^f ~tyfldx -f- ïfidy “H dp -f- û dq -f- dr Zfc. 

Alors entre toutes les courbes , qui ont f%dx de lu même gran- 
deur , celle où il y aura J7.dx un minimum fera exprimée pnr cette 
équation. 

«=N-8 yu'x- ~ J. (P-9V LA)-t- - ~-JJ. (Q- Cî/L , /.<■}. 

XXI. Dans le cas prefent S étant une fonction de s ^ J d x 
V(t + pp), je ferai TT rr / & 3 — ^ 0 -f PP) •' & il fera ^ ~ c, 

3ï - *, & $ = p 


r — — - &V, mais nuif d'uni formnh mttgvnle J%àx ” TT. 
dx 


nous aurons 


Y ( I 'Yfy Enfuite liippofint JS KJr, 
Xî àZ 


m ép 


à'ZfZzKdtV'(i-hPP)r /X.dx-\-\SdxV OH - //) ~H ÿ| ~ ~|~" ^y~/ 

& partant L = K Y(i -)-//») /Xif* ; M “ XS V (i \pp) ; N ~ 9 
•> p — ®£Z 2 ^.£- , De là l’equation cherchée fera : 

s VO+W) 


, l_ j i Sp fX dx 

d x. V (i— ]r p p V C* ~~\~pp) 


fXdxV (l — h“ />/•)- fXdiPf 


Or puisque K if* V (i 4. pp)zzKdt, nous aurons.Kif.v^i \pp')“ 
dS & notre équation fera 0“ — ^ d. Xdx—fdSf Xdx) 
& prenant intégrale ; 


c= ÿ TI V?7) (s/Xrf '~ /ys/x ^- ' 

Mais le différentiel de S /Xdx — fdS fXdx étant“XSif *, nous 
, ^ /■YM^ ™ll^n ^ ^ f 1 + PP) 

aurons C _ y ^ / XS</ *’ ou bien y 

ZZ fXSdx, qui eft la même équation, que la foiution du problème 
nous a fournie, & par confequent cette foiution le trouve, fi l’on 
cherche entre toutes les courbes ifoperimetres, ou entre toutes les 
courbes, que le 61 propofê pourroit former, celle, ou il y aura cette 
formule J S J s fXd.v m minimum ; 6c de là nous tirerons ce theo- 
reme encore plus général. 


THEOREME 111. 

XXII. Le fil parfaitement flexible ATM, dont h longueur zz /, 
tf U mafia ZZ J S d s, è'etnt foîlicitc en chaque point M par deux (or- 
ce J accélératrices, fuivam tes directions M Q, MF, dont celle • là fit 
4gale à une fonCHon X de PabjciJJc CP ~ *, à laquelle la dirc&icn 
MQ Jtfi parallèle ; or celle-ci, qui agit dans la direction de l’ appliquée 
MP ZZ }’, foi? Égale à une fond ion Y de y, de Jorte que P élément du fil 
M m ZZds, dont la ma fie ZZ Sds , (oit foUicité par la force mes rue, 
X :'.Js félon MQ fif pur la force motrice Y S ds félon MP: /,/ courbe , 
A YM, que le fil formera, aura cette propriété, que parmi toutes Ut 
autres 
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autres courbes de la même longueur , il y aura cette formule /S à s (/ X 
dx f / Y rfy) UN MINIMUM. 

Il n’eft pas neceffaire de démontrer ce theoreme dans toute fon 
étendue, car l’ayant de'montrè pour le cas, où l'elément M m n’eft 
follicité que pat une force XSds , dans la diredion M Q , la même 
dèmonftration fervira ausfi pour l’autre force YS ds, fi elle agifloic 
toute feule, deforte que pour le premier cas on aura la formule /S 
dsfXdx, & pour l’autre celle-cy fSdsfYdy, qui doit être un 
minimum. Or la fol uti on du problème fécond nous convaincra, que 
fi les deux forces agifîent ensemble, on n’aura qu'à ajouter enfem- 
ble les deux formules’, qui appartiennent feosrément à ces deux cas: 
cependant on pourra s’ailcurcr tout à fait du cette vérité, fi l'on veut 
faire le calcul fuivanc les régies, donc nous nous fommes fervi dans 
la folution du problème 11. 

XXIII. Pour approfondir la nature de ces formules, il faut avoir 
egard a trois chofes: la quantité des forces accélératrices, donc 

chaque élément du fil eft follicité, ll'k- à la direction de ces forces 
& II l"’ 0 - à l’epai fleur, ou à la mafié du fil. La quantité de la force ac„* 
celeratrice fe trouve, fi l’on divife la force motrice dont chaque clé- 
ment du fil eft follicité, par la mafle de ce même clément : la force 
accélératrice fera donc une quantité finie exprimée par une fondion. 
Jusqu’ici nous avons fuppofé des fondions, ou de l’abfciflc x, ou 
de l’appliquée y, pour exprimer ces forces accélératrices. Pour la di> 
redion de ces forces, nous l’avons l’uppofée parallèle à celle des coor- 
données x ou y, dont la force même étoit une fondion : AinfT la 
force exprimée parX, fondion de J’abfcifie C P ~ .v, cgilloit dans la 
di redion M Q_ parai le le aux abfciflês, & la force Y, fondion de 1 ap- 
pliquée PM m y, agifloit dans cette même diredion MP. Dans ces 
cas pour trouver les formules, qm contiennent un minimum, ou ce 
qui revient au même, pour repréfenter la quantité d'adion, il faut 
multiplier chaque force X & Y par l’elément de £1 diredion dy, 
pour avoir Xdxlk Y dy, & d’en prendre les intégrale*/ X dxlk / Ydw 
A' ces formules on donnera le figue -f fi les forces X éê Y font con- 
traires aux diredîons des quantités.* &y, ou que leur adion tond '.'-1 
diminuer ces quantités, comme la figure réprë&nte : or fi une de 

ces 
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ces forces avoit une direction contraire, on donnera le figne — à la 
formule intégrale fX dx ou /Y dy. Suivant cette régie par rap- 
port aux lignes, on ajoutera enfemble ces intégrales, s’il y en a plu- 
fieursj &-on multipliera la fomme par la maffe de l’elément du /il S dt. 
Alors fintégralede ce produit fS dt (±fXdx + /YVy); fera la 
formule cherchée, dont la valeur eû un minimum pour la courbe 
du fil. 

XXIV. Cette régie, que nous venons de découvrir, demande, 
que la variable, dont la force eft une fonction, & la force, ayent la 
même diredtion ; & on fe tromperait, lî l’on vouloic appliquer cette 
régie à des cas, ou cette identité de directions n’a pas lieu. Pour la 
preuve de cela, luppofons que le fil A YM foit /ollicice au point M 
fuivant la dircdlion de l’appliquée Ml* par une force, qui foit égale 
à une fonction de l’abfciftc CP ~x. Soit cette force ”X, & fup- 
pofant le fil par tout également épais , nous aurons pour fa courbure 
cette équation B dy—dxfXds , qui pofant dy ~p d x fè change en 

Bp ZZ/X d x V(l -+-//)> ou Xdxy d’où l’on 

tire [X d x — B/ ÿjfZfJpjf 

Or on verra bientôt, que cette courbe ne Te trouve pas en faifant la 
formule fds/Xdy un minimum, où la force accélératrice X cft mul- 
tipliée par dy y le différentiel de la ligne MP, qui repré fente la dire- 
ction de certe force, dqTintegral multiplié parfélément du fil 
d s. Mais la courbe qu’on tire de cette formule / d s /X dy fuivanc 
la méthode de maxinns & minimis iers bien differente de celle, que 
nous venons de trouver fa voir 

= j = B/(,+ y<H-W)> 

XXV. Voyons donc quelle fera pour ce cas la formule, qui 
étant fuppofée un maximum, ou minimum^ conduite à cette meme équa- 
tion. Soit [7* d x cette formule, & d'Z, ~ M dx_-\- N d y -f P dpi 

d P 

d’où on obtient en général cette équation o — N — 

Or 


m et® 


Or puisque notre équation/X d x ™ j ne contient 

pas y, on voit que N ” 0 , & que l’équation pour la courbe fera d? 

â p 

“ 0, ou P “ B. Soit pour abréger TT zzf ÿ ^ ^ de ^ ortc 

que U eftune fonction connue de p, ik notre équation/X dx~B TT, 

d x 

t & partant dZ~M.dx 


f X 

comparée à P ~ B, donnera P “ ' — 


dp/yidx 


n 

Jp - 


; foit i’integral/^- — Æ>, & nous aurons ZzzO 

JX d x, & la formule dont la valeur cft 1 v\ maximum, ou minimum , 
dans la courbe du fil fera f 0 d x f X d x, où $ marque une fon- 
ction de p f qui renferme une double intégration favoir 0 — 

/- 44 -=/ " 

a 


A p 


nvt 


formule fi erribarafsée 


y ( 1 ) 

qu’il femble presque impoflible, qu’aucune théorie y fauroit jamais 
conduire à priori . 

XXVI. Nous voyons donc, qu’il n’efi: pas permis de donner à 
h régie , que nous avons tirée des trois theoremes précédé ns, une plus 
grande étendue,que pour les cas où, tant ia quantité, que la direction 
des forces accélératrices font déterminées par la meme quantité va- 
riable, & quoique jusqu’ici nous ayons fuppofëces variables parallè- 
les 'entr’elles , pourtant la régie mentionnée aura auflilieu, files 
variables, dont les forces font des fonctions, fortent d’un point fixç, 
pourvu que les forces agi lient dans la direction de ces mêmes variables. 
La même régie ne foufirîra non plus aucune exception, quand même 
le fil feroit l'ollicité en même tems vers plufieurs points fixes, par des 
forces accélératrices, qui fuflent proportion elles à des fonctions quel- 
conques des diftances à ces points. Comme cette circor.fl.mce con- 
tribuera confidérablement à la perfection de la théorie, que nous a- 
v©ns en vue, je joindrai les problèmes fuivans, où je confidércrai 
des forces dirigées vers un, ou plufieurs points fixes, pour en tirer les 

Mtmvirts de i*Ac*dtNi\e Tom. IV. Y tllCO • 
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theoremes, qui contiennent tes formules, dont la quantité d’a&ion 
peut être repréfentée. 

PROBLEME IV. 

XXVII; Le fil AM (tant dans tous /es points M follicité vers le 
point fixe Qpnr une force, gui Joie exprimée par une j on B ion quelcon- 
que de la diftance M C : trouver la courbe CM ; ii laquelle le fil fera 
réduit* 


Solution*. 


Que l’axe CP auquel nous rapporterons la courbe, pafle par le 
point C, & y ayant tiré la perpendiculaire M P, Toit CP“,r, P M 
ZZy, & ÎI fera CMrv' (jv.v -f y y). Or foit C M ~ i/(x.v -j -yy)zz 
v & V la fonélion dev, qui exprime la force accélératrice, dont 
l’élément M m cft tiré vers C. Dccompofons cette force félon les 
direélîons MP, M Q^parallcles aux coordonnées, & nous aurons 

V x V y 

la force félon M Qnz: & la force félon M P zz , Donc 

v x 

dans la folution du problème général nous n’avons qu’à meure — - — * 


V 


an lieu de Q & au lieu de P, & l’equation pour la courbe cher* 

«hée AM fera 

V x à s V y d s 

d y f — 7 . d *f- y -- = ° 


0x1 ds marque la ma/ïè de l’élc ment du fil Mw, que je fuppoferai ici 
de la même épaifieur par tout, cîcfortcque ds ~ V ( dx % -f 
Mettons comme auparavant d y p d x , pour avoir pf 

y - f v y l *_XSl±iî2 dont le dm . c . 


v 


jentid eft : 

j r VxdxV(i-\-pp) r Vxpd.rV{i~\~pp) __ VydxV{i-±- pp} 
dp J r f — v 

Soit 


V 
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m 


f\jxdxV{i-\-pp) — 


Soit déplus dp~q d x, & pour — écrivons U, pour avoir: 

_ U (JzM ¥h± 2 PÏ 

î 

dont le différentiel efl : 

_ u (jzfA^ÏS}! tzû 

■ ■ 1 i 

qui fe change en celle - cy 

o. x g d x _ d_ LJ p g d x d g 

y — p X U I — f— pp q 

ou bien à C3ufe de q dx n dp en celle-cy 

2 x d p d u | ilAjl — î 

y - T* “ ü *~ 1_ 1 ■+“ PP <1 

dont chaque membre eftun différentiel logarithmique; car^(j — px) 

s. „ ^ 1 x d P _ '-ïddy-px') 

Z 2 — x d p+ & partant — 

e 1 y - P x y-px 

Par ronfêqnent l’integra le de notre équation fera/C — 2 / (y — />*) — 

/ü -f / v / (1 4 y>;> ) — / y, & remontant aux nombres : 

C _ U y O-h/vO — 

Cy -/ ,jf ) 2 “ g ~~ d p 

Donc , — J rr ) — U ' 7 ■ r * ° r Puisque U efl fon- 
ction àt Vizv(x x\ y y)> & partant l'd'v 4 " y dy ~d x 

(,v 4- p y') multiplions notre équation par x q. p y y pour avoir 

(T^fVrî+rT) = u dx{ 1 x ~ i ' n 5 = u 0 J v — v J v 

vTcaufe de V = U y ; 011 le membre V^ïcII intégrable : or je ré- 

C d p (x — j— /> y y 

marque que I autre membre efl également 

Y 2 


mte- 


C V (i -\-pp) 

intégrable , ayant pour intégrale _^ x * Car puisque â 

(p — px)—— .xdp à caufe de dy — p dx, il.fera 
, CVil+p p) Cp<tf ^ CxdpV ( i+pp) . Cdp Çx + py') 

y - p x “ ( y- p xj VO+pp) {y-f x Y (y-px ) 3 y ( i+p/O 

Par conféouent nous aurons pour l’equation de la courbe cherchée: 

C V (i 4 - p p) = ; y â 

y - P x 

XXVIII, Il y a encore un autre chemin de -trouver l’integraîe 
de l’équation différentielle, à laquelle nous fommes parvenue: 
_JU(y—pxy(\\pp) , \J(y ~px)pdx VÇy~px)fy v(i-\-pp) 

9— 2\Jxç#V( i -fpp) H- —yç l j r pp'j — 

Nous n’avons qu’à la multiplier par V( \ -(- pp) t pour avoir 

o; _ ^cj^>a ±ga— au^o+^+ocy— 

y . J y 

de laquelle fuppofons que l’integrale Ibit : 

U (y-/*) (i-j-pp) 

i 


ozÆf- 


C — Z — f— 

à\J(y—px)(i J rpp'} 


- \Jxdx(i -\-pp') -f- ïU(j' — px)pdx- 


} qui étant diffërentiée donne 

u (y— 

? ^ x ; h 

qui étant comparée à notre équation donnera : 

dZ“ — \jxdx (I -y~pp) — V {y — p x) p à x ~~\5dx{x~y-py) 

II y aura donc d‘A~ — L T (-v d x \ y dy')~ — U vdv 

ik pareeque U v ~ V, qui eft fonction de v nous aurons à Z “ — 

V dv & Z ~ — /V dv. Par conféquent notre équation intégrée 

pour la première l’ois fera 

c = -/v/, + VJï-!ïlll±'£l 

ou bien jrm, - ïfY^T+JF)- 

Multiplions de parc & d’autre par v dv ~ â a- (x -f- p y) & nous 

aurons 

U vdv 


£Ü 173 $ 

U v dv q à x [x -¥ p y) 

f\jv ~ \y-p*){i+pp) 

Or puisque Uv^V&ÿ</ x— àp t 

V dv d p{x+ p y) x dp p dp 

■ /y àv {y~p x){\-¥pp) y - v x ' i 4 - p ? 

dont chaque membre eft un différentiel logarithmique £ caute d ex dp 
— — à {y — p x), & delà nous tirerons cette équation intégrale 
l fV dv rr — / {y— p x) -h / V{i-±-p p) + i C 
d’où remontant aux nombres nous obtiendrons 

/ V à v rr — — 

y — P x 

qui eft la même équation, que nous avons trouvée par la première 
méthode, après avoir fait deux intégrations'. Mais qu'on remarque 
en particulier l’équation qui s’eft trouvée ici par la première inté- 
gration 

/•v u <y-* o o+j»*) ou û/yàv _ 

1 q 1 fi PP v 

a laquelle conduira la méthode de maximïs & minimis . 

THEOREME IV. 

XXIX. Le fil A M £ tant â»ns tous fis points M fol! ici té vers le pjg. 9< 
point fixe par une force accélératrice V , qui fait une fonction quel . 
conque de la âiftance CM~n, la courbure du fil fi trouvera , fi P on 
cherche entre toutes les courbes pofiibles , rv/fc cÀr ta valeur de cette ex - 
préfiton J d s f V dv ejl un minimum, (Js marquant la rnafie de P élé- 
ment du fil M m,) 


Démonstration. 

Ayant fait d y “ pdx } dp qd x, la formule propofée f d / 
fVdvfe change tnfd x y(i-h pp)fiVdz\ fuppofstr le fil per tout 
de lamêmegrolïêur, où fV dv fera unt fontfiion de v } & partant fon 

différentiel ~Vdv~^z - — — s caufe d cv d v ~ x dx 


v 


V 


y<?y- 
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4 y dy. Donc fi nous comparons cette formule avec les expreffions 
générales /"Z dx f P d p } nous aurons Z “ 

V{v\pp)fV dv 

& partant Mn ^ VCH-jy) ; N = ^V{i-jrpp)W= Ÿjp~ 

Or Ja courbe, où [2,dx cft un minimum , étant exprimée par cectç 
dP 

équation o ~ N — ou N d x “ d P , nous aurons pour notre 
cas : 

V y â x V(\~+~p p) _ V p à v d p fV dv 

v y^^TPP) ( l ~hpp) V(i-hpp) 

$c multipliant par ^(i -\-pp) 

\ y dx{ 1 — !-/>/* ) — V py dv dp/V d y qd xfVdv 

p ï -f~ pp I —K p p 

équation, qui à caufç de v d v ~ x d x -f y dy —d x (.v -f py) fç 
réduit à celle- cy 

V dx (y ~p - r ) f dxfV dv V(_y — p x) qfVdv 

' 1-+-/V' v I -A- p p 

cc-qui eft la même équation, que la folution du problème pre'cedent 
nous a fournie, 


PROBLEME V. 

XXX, Le fil parfaitement flexible A M étant dans tous r» 
pçints M folhcité en me me tant vers plu fleurs points fixes C, C , C" cTr. 
par d:t forces accélératrices , quif oient exprimées par de j fou £1 ions 
quelconques des d fiances MC, MC, M C", EîV. trouver la courte , 
à laquelle ce fil fera réduit , 

■ Solution. 

Ayant choifi deux diredfions fixes M Q^, M P de perpendiculni- 
res entr’elies, iuivanc lesquelles nous décompoferons chaque force, 

foi en t 
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foiertt les coordonnées pour .chaque point avec les diftartces du point 
‘M à ces points C, C', C" &c. nommées comme il fuir : 
GP=#!PMrji;CM = v,li force MC ZZ V 
C' F Zlx* ; P' M ryiC'Mz®', la force M O ZZ V' 

■ C"P"z=.r«; FMrf; C" M ZZ v 11 , la force MC" ZzV" 

& on aura : 

v v^ZXx — f— yy J j/— J ^/z ^/z — >zz j/z ■—]— y 11 y 11 

Or puisque les abfcifles x, x' } x" &c. & les appliquées y, y, y " &c. 
ne different enrr’clles que de quantités confiantes, leurs différentiels 
feront égaux, ou il lcra dx ZZ àx 1 ZZ dx" &c. & J}' ZZ dÿ ZZT 
dy" ZZ &c, 

Donc pofànt dy'izpdx, ikdp — ydx, les quantités />, rf, feront les 
mêmes pour tous les différons points C, C', C" cic. Cn: i clément du 
fîl M m fera ZZ dx V ( \ -y pp) , 

Decornpofons maintenant chaque force V, V', V" &c, félon les di- 
rections M I 3 , & 

pour la dire&ion M Q 

„ V x 

la force ZZ — 

v 


la force V donnera 
la force V' * - 

la force V" - - 

Soit pour abréger — - 


pouf la dii'céiion MB 

V y 

la force zz 


V/ J 


I 


la force ZZ — -, 

V* 

la force rz 


v 

V zz x u 


V' v' 

la force ZZ — -ÿ 


.// 


V' 


1 


— U; —y- — V 

yf 


la force 

V zz 


V" y 11 


v 


U 


,ZZ 


-- U" &C. 


fi Pelémcnt M « ZI d s ZZ J x v' (j - p p) fera en tout follî- 
citc fuivam MQ par la force zz U.r -f U'zv' -f U"-**'* 
fuivant M P par la force zz U y -f U' y -f U" y" 

Par confëquent mettant ceS expresdons pour QJt P, nous aurons 
pour iacourbe du fil AM cette équation 

4/^(U.r+ü/y+u w ^) —dx/dj (ü?-+-uy*f-uv) 

qui pofint dyzzpdx^ donnera par la différentiation : 

dpfds (U*+UV + U'V') + pds (U*+ U'*' + U"*")- ds (Uj-f Uy -f U V'} 

Ou 


E|S i -6 EU 

Ou mettant dp ~ qdx, & pour dt fa valeur dxv(_i 4. pp) 

/*(u*+.uv4-u // * / ov(i ; +-/ip) — V J j ji E) y ( l ±:JÀ 

U/ { y î- p x i)y( \-\-pp) 

d 

' ? 

laquelle étant differentîée, comme dans la folution du problème pré- 
cèdent, donnera : 

— -i\j x dxV(,+pp)-i- _ u ^^0 + p?) 

î v<i 4-/>/0 fî 


^ü'b-^Q/(i+rrt _ aü i,/^ fl , u # ty-p*0 ^ (■+?;) 

q K ✓ (*+;;) ?? 


rfU'i(/'-rV(i+/rt 


-2V"a-'VaV(|+^)-H 


U» (/' -f y») a< f ✓ (t+^p) 


? ' ■ '" ’ V' f? 

qui étant multipliée par ^ (i -j- pp)j & intégrée comme dans le 
§. XXVIII. donnera : 

C — — /V </t> -f-U (y— px) (r-f-jpjp) : q 

— fV /l dv // -\-\J 11 {y 11 -!-'*") (i— f : ÿ 
Ou fi nous tirons des centres de forces C, C', C" des perpendiculai- 
res fur la tangente de la courbe, & que nous nommions ces perpendi- 
culaires Uj u\ u H &c, nous aurons. 

, V» dv r ^r j 
C 1 ■ 1 ■ — j — f \ a v 


du 

VV d v f 
d u / 

WW' 


-JV { dv l 


du" 

Si nous multiplions par 


-f\‘ l âv u 

<1 


i P f 


nous obtiendrons cette équation.: 




ï?7 


(y-p*)- 

l+u 'y-**') 

[H-U / V-/uf / 0 

qui exprime li nature de la courbure du fil. 


H-V {y -/'x ): v 

— J— (y f —px f | ; v f 
-]—V ,f (j ff —px f/ ') ; v‘1 


THEOREME V. 

XXXI. Le fil parfaitement flexible A M étant datit tons fes points 
M foiiicité vers plafieurs points fixes C , C, C" &c. par des forces ac- 
célératrices V, V', V lf £fc. gui [oient dts fondions quelconques des di- 
ftances M C “ v, MC” v 1 , MC" — v’ 1 c, (c. â d. xba- 
cune de la di/l an ce qui lui répond ) , la courbe , que le fil formera 
aura cette propriété , que la valeur de cette formule fds ([Vdv 
4 - fV‘dv 1 4- fVdv") y fera un minimum, où ds marque la maj/e 
de Ferment du fil Mm. ^ 


Démonstration. 

Soit le fil partout de la même grofleur, defbrte que ds , qui 
<îevroit marquer la maflè de Pelcmenc du fil M m, fignifie fimple- 
ment fa longueur dxV(i -f pp) , fuppofanc dy~p dx. Car on re- 
connoitra aifément, que la demonftration fera la même, G au lieu de 
ds on mettoit dans la formule S ds, où S marqueroit une fonéHon 
quelconque de /. Cela remarqué, ü nous y appliquons les formules 
générales JZdx &dZ~M.dx-{- N*/y-f Pdp t nous aurons: 

Z — c . JVdv + /VW + fV^dv") y(i -f pp) 

& puisque : 

dv ~ z X ^±tà i J V f— X ' dX ~^ yld y ; dv U ~ - j O jJL Ù. 

nous aurons les valeurs fuîvantes : 

„ fV* * W . V" *"\ 

M = (— -+- 


V 


..// 


■) 


V(I ->rtp) 


N~ 


Utmxtt àt CAcâdmk Ttw. tV. 


Z 


33 t 78 2g 



YLï. 

I)/ 


V" v"x 

VU-f-wJ 


p = ÿ (r 4->7) (/v^ + zv'^'+zv^ *") 

Or ces valeurs étant trouvées, nous favons que la courbe, où/Zdx 
eft un minimum t fera exprimée par cette équation : N dx — d P : 
qui fera : 



^7/—) d * V(l H- 1 1) 


■^_ (V ^vvv-+vwo+ ( . |+ ^ v , t , +f|: ) (fYto+n/'M+rv"*") 

& multipliant par v' (i -f nous obtiendrons en failant à p ™ 
gdx} & en remettant pour dv > dv > - ) d v u leurs valeurs; cette 
équation ; 

y (y - p * ) | ** (/ - /> *') . {f -p*") 

y ‘yf 


I doJL l (/ y d V 4- / v* d v* ~f- f F" d i/') 
f * 

laquelle étant îa meme, que la folution du problème precedent nous 
a fournie,' la vérité du theoreme eft manifefte. Si l’on vouloir entre- 
prendre le calcul, on s’afleureroit par une opération femblable, de la 
Yeriré du theoreme pour les cas où l’épaifléur du fil fcroit fuppofée va- 
riable, Car alors cm n’aura qu’à mettre S ds pour ds y & pour S 
prendre une fonétion quelconque de /, tout comme nous avons fait 
dans la folution du Probl. 111. 

XXXII. Nous voilà donc tout à fait éclaircis fur la maniéré de 
déterminer la quantité d’sélion, lorsque les forces agifîènr, ou en des 
directions données, ou lorsqu’elles font dirigées vers des points 
fixes, pourvuque que la quantité de chaque force foît exprimée par 
une fonction de la dhtance à fon point fixe. Car le cas où les dire- 
ctions d’une force font parallèles entr’elles, eft compris dans l’autre, 
où la force eft dirigée vers un point fixe , quand ce point s’éloigne 

à l’in- 
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ï l'infini. Or quoique dans ce cas, où la diftance au point fixe de- 
vient infinie, il femble que la force ne puiflè pas erre exprimée par 
une fonétion de cette diftance, la régie donnée y trouve pourtant lieu, 
& ne demande aucune exception. Car foie z la diftance infinie 
du lieu, où la force agit, au point fixe qu’on fuppofe éloigné à l'in- 
fini -, on en pourra retrancher une ligne confiante a pareillement in- 
finie, defortc que z — a devienne une ligne finie ; & alors la quan- 
tité de la force doit être exprimée par "une fonction de cette ligne 
finie z — a y pourqu’on puifte appliquer la régie trouvée : car il eft 
clair, que la force étant une fonction de z — a y pourra être regardée 
comme une fonftion de la diftance même z, bien qu’elle foit infinie. 
Or .dans ce cas 2 — a marquera la diftance du lieu, où la force agit^ 
à une ligne droite, qui eft perpendiculaire aux directions de la force, 
qui feront parallèles entr’elles. C’cft donc la raifon, pourquoi notre 
régie a pu être appliquée avec fucces dans les cas, où la force, qui 
agiflbit félon la direction de l’abfciflé ou de l'appliquée, a été expri- 
mée par une fonction de l'abfcifle , ou de l’appliquée. 

XXXI11. Cela remarqué, nous pourrons établir, que la régie, 
que nous venons de découvrir pour déterminer la quantité d'aQïon, 
aura lieu toutes les fois, que les forces, dont le fil eft follicité, fe- 
ront dirigées vers des points fixes, & que la quantité de chaque for- 
ce fera exprimée par une fonction quelconque de la diftance à ce 
point fixe, auquel cette force eft dirigée. Or dans les cas où ccttc con- 
dition a lieu, quelque grand que foit le nombre des forces, qui 
agiffent fur le fil parfaitement flexible , on trouvera la figure du fil, en 
cherchant celle, où la quantité. d’aélion devient un minimum. Pour 
cet effet, il faut confiderer chaque force feparement : Soit d S ] 'clé- 
ment de la mafle du fil, fur lequel les forces agiflent, & V une de ces 
forces accélératrices dirigée vers un point fixe, dont la diftance à l’e- 
lément du fil foit “ u, deforte que V foit une fonélion quelconque 
de cette diftance v; & alors qu’on prenne l'intégral /V dv y auquel 
on donnera le figne *f , fl l'aétion de la force tend à diminuer la di- 
ftance v , mais s’il arrive le contraire, le figne — . Ayant tiré félon 
cette régie pour chaque force la formule yV dv t on recueillira tou. 

Z 2 tes 


Fig. 1. 
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tes 'ces formules avec leurs fignes dans une fomme, que 1 je nommerai 
~ W ; & alors la quantité d’aélion fera exprimée par cette formule 
/ \WS, qui étant fuppofee un minimum , donnera la figure du fil; 
En examinant cette expresfîon de la quantité d’aftion, on la trouvera 
parfaitementd’accordaveccelleque MonficuTdtMaupn-fttis a publiée 
dans les Mémoires de l’Academie Royale desSciences de Paris pourl' An. 
1740. & qu’il a tirée de principes, qui tiennent plutôt à la Metaphy- 
fique qu’à la Mécanique. 

XXXIV, Quoique je n’aye appliqué cette régie, qu’aux fils 
parfaitement flexibles, on recoiinoîtra aifément que cettc maniere de 
déterminer la quantité d’aéfion'doit être beaucoup plus générale , & 
qu’elle aura lieu dans tous les autres objets, fur lesquels les mêmes 
forces peuvent agir: car en effet, le cas, auquel Mr. d z Maupertuis 1 
appliqué cette régie efl bien different de celui cy, que j’ai- confiderê 
dans les problèmes précedens. Il n’y a donc aucun doute qu’on ne 
doive exprimer de la même maniéré la quantité d’aélion des forces 
femblables, quiagiffent fur un fil roide, ou élaftique : or dans ce cas; 
comme la courbure d ? un tel fil ne dépend pas uniquement de ces for- 
ces, qui agîflent fur chacun de fes éiémens, mais outre cela ausfl 
de fa roideur, ou de fon ciafticité ; il faut ajouter à la quantité d’aêtion 
qui refulte des forces , encore la quantité d’aéïion qui convient à la 
roideur , ou éiafticité même du fil , pour obtenir l’expresfîon totale; 
qui fera un minimum. Mais il ne paroit pas fi facile de déterminer 
fuivanr la même régie, que je viens de donner pour les forces, la 
quantité d’aiftion, qui convient à l’clafticitè; puisque l’aêdondel’ela- 
fticité fcmble tout à Elit differente de celle des forces, que j’ai-con- 
fiderèes jusqu’ici, tant par rapport à la direction qu’à la quantité 
de Pé lift ici té. Je tacherai donc de découvrir à pojiitiori cette quan- 
tité d ? oélion de l’élafticité, en cherchant fexpresfîon, qui étant fup- 
pofée un minimum , fournifië la même courbe, que les principes de la 
Mécanique donnent pour un fil, élaftique follicitépardes forces quel- 
conques. 

‘ XXXV. Si le fil élaftique AYM n’cft follicité qu’au bout A 
par deux forces confiantes AB- ~ A & AC iz G, la courbe à la- 
quelle 
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quelle il fera- réduit, fera exprimée par cette équation ~ ~ B y — 

O, où r marque le rayon de la courbure' au 'point M, & Sfîgni- 
fie l’épai fleur du fi! au point M ou Pélafticiré abfolue, De forte que 
ü le fil efl partout également' élaftique , cette quantité S deviendra 

confiante ; foit doncS n A, & l’équation “ — B y — Ca* ex- 
primera la nature de la courbe élaftique ordinaire* Dans ce cas Mr. 
Daniel Bernoulli a remarqué t quc cette courbe fe trouve , C Ton. rend 
ds # x 

cette formule f — un minimum , où à s marque l’elément de la cour- 
be Mm. De là il faut donc conclurre que la quantité d’aéHon de l’éla- 

ds 

fticité eft proportionnelle à la formule / — ; mais il n’eft pas encore 

clair, fi- elle fe peut combiner avec les formules, qui repréfêntcnc les 
quantités d’aclion des forces follici tantes, ou en cas que cela foit per- 

d s 

mis, par quelle confiante on doit multiplier cette formule/ — > 

pour qu’elle puiflè être mile en parallèle avec les quantités d’aéïion 
des forces, qui agiront fur le meme fil. Pour nous afleurer fur cet 
article, je m’en vais chercher par les principes de Mécanique la cour- 
bure d’un fil élaftique , qui cft en chaque point M foliieité félon fa 
direction M (^parallèle aux abfcîfles CP ~ x y par des forces X 
qui foient des funéfions quelconques des abfciiTes. Et enfuite je ta- 
cherai de découvrir la formule, dont la valeur foit la plus petite dan& 
la courbe du fil que j’aiiïai trouvée* 

PROBLEME VI 

XXIVI. Le fil cfaflique A YM, dont Pepsijfeur ausfî bien que 
îéfoJHcrté foit partout la meme , étant à uns- tous fes points M foliieité 
fui vont la direüion M Q parallèle aux abfcijjes C P, par des forces ac- 

Z 3 ceU- 


m m 

celer atrîc es qui Joient exprimées par une fonüion quelconque de ces mî- 
mes abfcijjes : trouver la courbe À YM, que ce fil prendra. 


Solution. 

Soit r*bfcifïe CP”*, l’appliquée PM~y, l’eléinent du fil 
bim — ds y la force accélératrice M Q_z:X , & partant la force 
motrice Xds, puisque ds marquera en même tems la mafie de l'e- 
fé ment du 61 M m. Soit enfuiee le rayon de la courbure en M ~ r, 
qui fuppofane dy ~ pdx ; dp ~ qdx y fera exprimé en force r rr 

(i_±jP )V(.'± lP P_) ; & J, _ ia y (I + ffh Pout 

l’effet de l’élaftîcké, nous avons vu cy- deffus, que fon moment pour 

A 

Itoumer le fil autour du point M, eft ~ — , A marquant une quan- 
tité confiante proportionne à la quantité abfolue de l’elafiicité. 
ÇeJa pofé, puisque dans l’équation générale donnée §. IX. il y aura 
Qjz: X, A. P Zi o, par conOquent / P ds confiant — C, 

A 

ixous aurons pour la courbe du fil A Y M cette équatîo'n — ~ fdy 


f X ds — C x : & prenant les différentiels : A d. -y- — dy fX d s 

— Cdx ou —7- d. — dxfXds — ^ 7 — . Prenons enen- 
P r P 

core les différentiels en fuppofànt dx confiant, & nous aurons 

M à. ±) — X Jx‘ V fi H- pfï -h — 

puisque ds dx ^ (1 -f pp) d’où nous ; obtiendrons : 

A j r 1 j 1 \ ■«r , - , Cdxdp 

V (1 PP) * ‘ ' — P P y 0 “h pp) 

I I 

pour intégrer cette équation fuppofons — d t — Kdx & à 

caufe 


t* XS3 Et» 


«aufe.deV (— - d, -— ) — dRdx nous aurons 


P 

Ad R 


y (i -f- pp) 

dont l'intégral fera : 

A R . „ R pâp 


X/it -f* 


C dp 


V(i-hPP) 


■HA / 


(i -\-pp) y (i-wvO 


PP V Ci -H PP . ) 

CV(t -\-pp) 


=/x^- 


Or puisque dp ZZIZ qdx & R dx — d % — il fera 

p r 

r il — / j j I _»/■! j I — _L 

J (H“PP)y(H~PP) J {i-hpp)y(l-hff) r J r r a rr 


parce que 
aurons : 

A d 


(i -H^) _ 


S 

r) 


il \ Û _1_ ùi — f Y A x _ 

pdx Y(l— \~pp) a rr ^ 

A A g g 


r. par confequent nous 

C V(i-H>70 


„ . A 4 f p jl 

Mais il y aura — - — - y T , --y «a — 

7 a rr a(l -+-/>/>) 3 r 


^ .p \llJl — t t Hlîiz. 

o +pp) y i^pp) 0 +pp) 2 y i i +pp) {i+pp) y{i ypp) o+ppy y^pp) 

de forte que notre équation intégrée fera : 

A d i _ ïhqj A g g — r*dx W(l-hpp) 

p{l-\-ppYdx {[-+- pp) 3 ~ a(i-f -pp) 3 J p 

, . _ CV(l-f-pp) , A d a y A q q 

ou bien fXdx- p ' pdx(i+ppy i{i'r\-pp) 3 

Il n’eft pas bcfoin, qu'on cherche à inregrer cette équation encore 
une fois ; car elle fuffit pour rechercher la formule, qui par la mé- 
thode des plus grands & plus petits donne la meme équation. 

XXXVII. Pour 


ï«4 ® 

XXXVÏÏ. Pour découvrir la formule/Z dx, qui «tant Cuppo- 
fte un minimum produife la même courbe , que nous venons de trou- 
ver, je commencerai par confîderer feparément, tant les forces, dont 
le Al eft follicité, que fon elaûicité. Et d’abor-d A felaftictté du Al 
evanouï'tfbit, la formule qui feprcfence la quantité d’aélion, feroit, 
comme nous avons vu, Zlfd s JX dx-. or A la force X evanouïs- 
foit, & que la courbe devint . Ilelastique commune, alors lÿ formule 

/ if f 

qui reprélente la quantité d’aûion feroit n/* — . Delà on pourra 
* ^ 

conclure, que joignant les forces X.& l’elaflicicé enfemble, la for- 
mule, qui reprcfencera la quantité d’aéHon, aura une telle forme fds 

fX dx + E/*“ oùyVr (/X à x \ ~.)r de forte que la quanüré 

A 

Eevanouïflê,fi Pelafticîté — ou fa valeur abfoluë A devient rz», 

r ' 

mais nous nefavons pas encore, A la quantité E eft égale à 1 A ou à quelque 

fonéiion de A. Je ferai donc la recherche de la courbe, où la valeur 

; , E 

de cette expréiïïon générale fâ s ( fX d x -f — ) devient un mini - 

T T 

tnum . Soit pour cet effet dyzzpdx, dp ~ q dx, & il y aura dt 

= + pp),Vr= CtH-f/O VÇi-HvO ; d , oùnotrefor . 

E 

mule fora 'zzfâx (JXJx+ ^ 0 + //)• 

XXXVIII. Celle- cy étant comparée à la formule générale fZ 

dx, donnera Z ~ (i -(- pp)^/X dx \ ? — ^ d’où Ton voit 

_ CM ~PP)t 

que Z fera une fonéHondes quantités **,p& < 7 : & partant pofanti/Z ” 
Mdx + N dy -f P dp + nous aurons : 

M=XyCl+w);N-.;’pr wP^~' \ ~rziTTz 

* V{i-hPP J 0-4 -PP)$ 

& Q 


m 


iBÿ 


m 


^ ^ * 

& Q“ ~ t ^ Or Téguation jsourla courbe, où 'la valeur 

dE ' ddO 

de la formule [ 7 L à x eft un minimum, fera 0 ~ N- — — — — - 


ou 


dd Q 




rf .T®* 


puisque N~ 0 ,ceUe-cy': o~- — dE + & prenant Je s in- 
tégrales B rr P — ou P^jp — </Q^B </* : ou 'bien 

■(■ fübïlltuons pour P & QJeurs .valeurs trouvées, & puis- 

a.E-d q loEpqdp 2 E d.q 

**“' rf< <=- (T+^ï t jET+tâTî — rïTÂrtï 

10 Eô qqdx , 

-7 — a caufe de dp ” ad x . nous trouverons;: 

•2:Erfy pdx/Xdx ^Epggdx ■ 

<1 -+-/>/>) | Vj(.i-J-pp) * 

d’où nous cirons.: - . 

ntdx— D -4- * E ^ f ^ E i± 

J p pd*\l-\-pp)* (J“f -PP)*- 


fX d x " 


Or l’équation, que nous a fournie la fclution du problème étant 

C y Çi—HPft) . A ^ g 5 A f g 

p pdx(i~\~pp) z *(i-h/>py 

nous voyons premièrement que la confiante D, que l’intégration a 
introduite cfl celle, qui dans la foiution du problème a été nom- 
mée “ C: Enfuite il cft évident que iGr A, & partant E —{ A, 
de forte que nous connoi fions à préfent le coefficient de la formule 

f ~~~ afin qu’elle puifTe'étre ajoutée aux exprefîïons , J qui contien- 
nent les quantités d’action réfultantes des forces follicitnntes, Par 
confisquent pour le cas du problème precedent la courbe, qui for- 
mera le fi! élastique, fe trouvera, iï l’on chexcho parmi toutes leu 

Mt 1 x 9 irh .dc rÂctiemit Ttm. IF. A A CO Ut- 



Fig. 3* 


courbes poflibles celle, où la valeur de cette exprefllon fdsfX d x 
d s 

ï A f p-p fera la plus petite : d’où nous tirons le theoreme 
fuivant, 

Theoreme .VI. 


XXXIX. Le fil elaflique AYM, dont t’cpaijfeur au fi bien que pé- 
tas ticité fois partout la mime , de forte que la force de Pela/l icité au point 
M, laquelle {contrebalance lafomme des moment de soutes les forces, qui 

stgi/fent fur le fil, foit “ —, où t marque le rayon de la courbure aupoint 


M ; le fil étant JoUicité dans tous fes points M fuivant la direilion M 
parallèle aux abfciffes CPZ/, par des forces accélératrices X, qui 
foient des fondions quelconques de Pabjcifje x, la courbe , que ce fi! for- 
mera, fera trouvée fi ion cherche pas mi toutes les courbes po fi b le s celle 

P 

où cette exprefftonf d s (fXdx -f ff r ) f era »» minimum, vttd s mar- 
que la majfe de {'élément du fil M m. 

On voit bien, fi au lieu des forces X, dont les dircéîions font paral- 
lèles aux abfcifîès x, nous euflions fuppofé, que les élémens du fil Mm 
fufîent follicités vers plufieurs points fixes C, O, C" &c. par des for- 
ces accélératrices V, V', V"&:c. qui foient des fondions quelconques 
des diftances CMz»,C'M “ u', C" M ~ v 11 &c. pendant que 

P 

l’élafticité — demeurât la même, dans ce cas plus général, dis- je la 

courbure du fil fê trouvera en faifant un minimum cette formule : 

fds{f\ dv-+-jV*dv' ~) 

Et même fi le fil n’etoît pas de la même grofleur par tout, mais que 
la maflè de l’élément Mm fut nz S ds on n’auroit qu’à écrire S ds au 
lieu de ds , dans cette formule ; pourvu que nonobftant cette varia- 
bilité de l’épaiflèur du fil, l’élafticité abfoluc A nechangeâtpoint : car 
d’ailleurs la quantité A deviendrait variable. 

XL. Delà 


m 


187 


m 


XL. Delà il femblequela quantité d’aélioa de l'élafticité fe dé- 
termine d'une façon tout à fait differente, de celle, qui fert pour les 
vraies forces follicitantes , vu qu'il n’y z pas de reftèmblance entre les 

formules fV dv & . Cependant le coefficient me fiit con- 


2rr 


A 


jeélurer, que cette quantite^-^ pourroit être originairement une 

ï 

formule intégrale, comme ( j d — , forme qui approche déjà fort de 

A 

celle / V d v. De plus on voit très clairement que — répond à V, 
car comme V lignifie la quantité de la force donc l’élément M m eft 

follicité dans la direction M C , ainfi - marque la quantité de la for- 
ce de rélafticitc aupoint M. Mais il n’eft pas encore clair, comme 

le différencié! de — puilïc répondre k dv. neantmoins l’analogie pa- 

roitra, dés qu’on fera ces réflexions. Le différentiel dv pris négative- 
ment marque l’efpacepar lequel le point Mlêroit transporté, s’il obeïf- 
foic tant foit peu à la fol licitation de la force V : voyons fdonc li le 

différentiel d~ pourra lignifier le même effet par rapport à l’élafticité. 

La force de J’élafticité y- tend à remettre le fil félon une ligne droite, Kg. 

ou à en diminuer la courbure. Soit donc O le centre de la courbure 
de l’élément Mw zzdj) qui de la fituation droite m p diffère de l’an- 
gle M m ft “ M O m ; foit cet angle MO«z</(p, & puisque M 

d S f 

O =iwO =: r, il fera d$~ — i Or la courbure de l'élément M 

M — d s Te mefure par l'angle MO>= d ?>,& abfolument fans 
avoir égard à la quantité de l’élément M m — ds cette mefürefera ~ 

Aa : d<p 


£& r88 ^ 


jrj “ Donc pour- peu que Pélaftîcité prodùiïe un effet», 
cette quantité — en fera diminuée ; & partant il eft clair» que le dif- 


férentiel de cette quantité — pris négativement, repré lente lé chemin» 

que la force de l'élafticité fait décrire à l’élément PfT», dès qu’êl le produit 
quelque effet : d’où l’on voit clairement., que ce que le différentiel 
ày marque pa/rapport à U'fbrceV,xevient au môme, queie différentiel 
I I 

de — ou à*. — lignifie par rapport à la force de l’élafticité — : & 

comme V eft. une fonéHon de y , de meme lai, force de l’élafticité 

^ T 

— eft une fonélîon da la.quantité dont le différentiel réprélènte 


l’aftion inftantanéc. De là^on pourra- tirer cette régie pour trouver' 
la quantité d’action dela force dé l’élafticité : Soit T la force del’éla- 

fficité, que nous avons fuppolce “ — » & que T foit une fonction 


quelconque dfe t ou de — qu’on* multiplie cette force T par le dif- 

1 X 

ferentiel de — ou- par à /*,. fuppofant / zr — pour trouver- ^intégrale 

J T ât, qui étant multipliée parla malTe de l'élément Mw, qui foit 
///ou Sâr, l’mrêgrjle du produit/ à t fTâ t donnera la quantité 
d’aélion de la force de l’élafticité. Où il eft évident, que cette régie 
eft précisément la même, que celle' que 1 nous avons trouvée pour les 
autres forces, dont le fil puiffè être follicicé. Par confêquenr la rè- 
gle, que Mons. ât Mavptrtuis a donnée dans les Klein; de l’Acati 
de Paris eft beaucoup plus générale, qu’on pourroit penlcr, puis- 
qu’elle s’étend non feulement à toutes fortes de forces, qui font 
dirigées vers des centres fixes, mais auflî aux forces d’elafticité ; &il 
c’y a aucun doute» qu’elle ne foie encore plus générale.. 
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